Chapitre 5

Calcul d’invariants topologiques : les
groupes d’homologie

Nous avons étudié dans les chapitres précédents différents modéles de représentation d’images
qui permettent de décrire la topologie des subdivisions et objets considérés. De nombreuses
applications relatives & la manipulation des images s’appuient sur de tels modéles et nécessitent
de pouvoir caractériser ou du moins préserver la topologie des objets les constituant. Ainsi,
des algorithmes de classification ou d’indexation fondés sur des critéres topologiques ont été
développés dans le cadre de l'analyse d’images. Certaines propriétés topologiques peuvent aussi
étre employées comme descripteurs d’objets [10] et étre ensuite exploitées dans des applications
de reconnaissance de formes. On peut aussi souhaiter simplifier des objets tout en préservant
leurs propriétés topologiques. Les algorithmes d’amincissement et de squelettisation sont des cas
particuliers de telles transformations. Certaines applications peuvent parfois nécessiter de réaliser
I'interpolation d’une image en garantissant & tout moment la conservation de sa topologie [197].
En modélisation, le respect de contraintes topologiques est essentiel pour garantir la validité des
opérations appliquées sur les objets. Ces quelques exemples montrent bien que la comparaison
d’objets d'un point de vue topologique est cruciale dans bien des applications de manipulation
d’images.

La comparaison d’espaces est aussi un enjeu majeur de la topologie classique. La notion
d’équivalence topologique de deux ensembles, ou homémorphisme (cf Déf. A.8 page 238), est
extrémement difficile & vérifier. Des outils ont été proposés, dans le cadre de la topologie al-
gébrique, qui permettent de caractériser différents niveaux de ressemblance topologique. On
les appelle invariants topologiques. 11 s’agit simplement de certaines propriétés préservées par
homéomorphisme.

De nombreux travaux se sont déja penchés sur la possibilité de définir des invariants topo-
logiques sur les structures utilisées pour représenter des images. Les groupes d’homotopie (cf
page 243), parmi lesquels le groupe fondamental, contiennent une grande part de 'information
topologique d’un objet. Plusieurs auteurs se sont intéressés & la définition du groupe fondamen-
tal sur différents espaces classiquement associés a des images [16, 28, 112, 156, 171]. Cependant
la comparaison de ces groupes est fortement liée a des problémes indécidables (word problem
[156]). Le calcul de la caractéristique d’Euler des objets d'une image a donné lieu & I'écriture
de différents algorithmes (dont certains sont présentés dans [116]). Cependant, cet invariant ne
contient qu’une information trés limitée sur la topologie de ’objet considéré.

Nous nous sommes intéressés & un autre invariant, les groupes d’homologie. Ils contiennent
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en effet plus d’informations que la caractéristique d’Euler et s’ils sont moins puissants que
les groupes d’homotopie, ils sont & la fois calculables et aisément comparables. De maniére
informelle, on peut dire qu’ils permettent de caractériser les trous d’un objet dans toutes les
dimensions. Chaque groupe peut étre caractérisé par un nombre fini d’entiers et deux tels groupes
sont isomorphes s’ils ont la méme dimension et sont associés aux mémes entiers. Plusieurs études
Edelsbrunner [57] par Gonzalez-Diaz et Real [91]. Néanmoins, les algorithmes proposés ne sont
valides que dans un cadre trés restreint (images de petites dimensions, subdivision simpliciale. . .)
et 'information obtenue ne permet pas forcément de caractériser complétement les groupes.

L’étude d’un tel invariant dans le cadre de 'imagerie numérique améne & examiner diverses
questions. Il s’agit d’abord de déterminer si les structures nécessaires pour le définir sont com-
patibles avec les modéles topologiques de représentation d’images, ou du moins avec certains
d’entre eux. Il est aussi nécessaire d’explorer les techniques déja proposées dans le cadre de la
topologie classique pour obtenir les informations contenues dans ces groupes, afin de vérifier si
elles sont conciliables avec les contraintes inhérentes & la programmation effective d’algorithmes
(complexité en temps et en mémoire). Enfin, il faut encore estimer la puissance de représen-
tation de cet invariant dans le cadre trés particulier de l'imagerie numérique et déterminer les
applications pour lesquelles il est le plus adapté.

Comme nous le verrons dans la suite de ce chapitre, le premier probléme est assez aisément
résolu et la plupart des modéles cellulaires utilisés pour représenter des images permettent la
construction de groupes d’homologie.! La question du calcul effectif de I'information contenue
dans ces groupes s’avére beaucoup plus difficile & résoudre et constitue encore en topologie
algébrique un sujet actif de recherche. En effet, ’algorithme classique d’obtention de ces groupes
met en jeu une réduction matricielle cotiteuse & la fois en temps de calculs et en mémoire.
En outre, le choix de la méthode dépend du type d’information que ’on souhaite extraire de
ces groupes, soit une simple caractérisation, soit une famille de générateurs. Nous décrirons
dans la suite de ce chapitre une méthode hybride [167] combinant différentes optimisations, que
nous avons mise au point en collaboration avec Samuel Peltier et Laurent Fuchs (laboratoire
SIC, Poitiers). Cette technique permet d’obtenir & la fois les entiers caractérisant les groupes et
une famille de "pseudo-générateurs" pour chacun d’eux. A T’heure actuelle, nous réfléchissons
& diverses applications pouvant exploiter les connaissances fournies par le calcul des groupes
d’homologie. Leur mise en ceuvre constituera un prolongement naturel de ce travail.

Ce chapitre s’organise comme suit. La premiére section rappelle les notions nécessaires a
la compréhension de la théorie de I'homologie. La deuxiéme explique la méthode théorique
d’obtention de ces groupes. La troisiéme met en perspective différentes mises en pratique de
ce calcul. La quatriéme contient la description de la méthode proposée qui combine ’obtention
de ’ensemble d’entiers ainsi que d’une famille de pseudo-générateurs de chacun des groupes
calculés. Nous concluons en décrivant quelques unes des perspectives de cette étude.

5.1 Théorie de ’homologie

Nous présentons ici les grandes lignes de la théorie de I’homologie. Nous commencgons par en
donner une explication intuitive, illustrée sur des exemples simples, avant de poser la définition
formelle. Nous rappelons ensuite comment il est possible & partir d’'une réduction matricielle

11.a définition d’un groupe d’homologie se fait relativement & un objet cellulaire mais aussi & un groupe abélien,
appelé groupe des coefficients. On verra que certaines structures requiérent l’utilisation de groupes de coefficients
particuliers, tandis que d’autres sont compatibles avec I’emploi de n’importe quel groupe abélien
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d’obtenir une caractérisation des groupes d’homologie. Nous concluons en décrivant une méthode
permettant d’extraire une famille de générateurs de ces groupes & partir de calculs matriciels
légérement différents des précédents.

5.1.1 Définition des groupes d’homologie

Les groupes d’homologie servent principalement & caractériser les "trous" d’un espace. Plus
précisément, un groupe est défini pour chaque dimension présente dans ’image afin de détecter
précisément les trous en chaque dimension. Le groupe Hy décrit le nombre de composantes
connexes de 'espace considéré [170], son rang [y est en effet égal au nombre de composantes
connexes. Le groupe H; caractérise les trous de dimension 1. Plus intuitivement, son rang (;
représente le nombre maximal de "coupes complétes" que 'on peut réaliser & travers ’objet sans
le déconnecter [135]. Pour bien voir la signification de 'expression "coupe compléte", il suffit
d’imaginer un couteau traversant de part en part un objet. Dans le cas d’une sphére ce nombre
est égal & 0 : toute coupe compléte sépare la sphére en deux. Pour un tore "plein", ce nombre
est égal & 1 (cf Fig. 5.1) et pour un tore "creux", il devient égal & 2 (cf Fig. 5.2). Le rang (2 du
groupe Ho compte, quant & lui, le nombre de cavités bordées par une frontiére de dimension 2.
Ainsi pour une sphére pleine 35 sera égal a 0 et il vaudra 1 pour une sphére creuse.

Fia. 5.1 — Une coupe compléte au travers d’un tore plein peut ne pas le déconnecter, deux
coupes le déconnectent forcément

FiGg. 5.2 — Deux coupes complétes au travers d’un tore creux peuvent ne pas le déconnecter,
trois coupes le déconnectent forcément

Comprendre la signification de Hy, pour k > 3, devient plus complexe, la notion de trou de
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F1a. 5.3 — Quelques exemples d’orientations de simplexes

dimension k étant en effet difficilement concevable et représentable. Nous commencgons ici par
montrer comment l'algébre permet de définir de tels trous et comment il est alors possible de
construire un groupe d’homologie en dimension quelconque. Nous rappelons ensuite la définition
formelle de ces groupes.

Construction intuitive

A un espace topologique, on souhaite associer une famille de groupes {Hj}ren, telle que
chacun de ses groupes permette de décrire les "trous k-dimensionnels" de l'espace. Il est donc
nécessaire de pouvoir distinguer des éléments de différentes dimensions dans ’espace. Ainsi,
calculer les groupes d’homologie d’un espace topologique de dimension n nécessite, en premier
lieu, de disposer d’'une décomposition cellulaire du dit espace en cellules de dimensions 0 & n.
A chacune de ces cellules est associée une orientation (cf Fig. 5.3). Il faut ensuite préciser la
notion de "trou k-dimensionnel". Informellement, un tel trou est défini comme un ensemble de
k-cellules entourant une cavitée fermée de dimension k + 1. Les groupes d’homologie d’indices
strictement supérieurs & n sont donc triviaux.

La notion de trou k-dimensionnel peut se définir de facon purement algébrique. Etant donné
un espace X et une décomposition cellulaire associée, on considére ’ensemble des cellules de
dimension k de la décomposition et on note Ci(X) le groupe algébrique libre construit sur
ces cellules. Ce groupe est appelé groupe des k-chaines. La base naturelle de ce groupe est,
bien entendu, composée de ’ensemble des k-cellules. Une k-chaine est alors définie comme une
somme algébrique de k-cellules. Une telle somme est purement formelle et n’admet pas toujours
une interprétation géométrique. Pour étre tout a fait exact, il faut ajouter qu’il est en réalité
possible de construire plusieurs groupes de chaines sur un méme ensemble de k-cellules. Si on
considére un groupe abélien G, le groupe de Ck(X;G) est le groupe de chaines construites
sur les k-cellules de X a coefficients dans G. Les k-chaines sont alors simplement des sommes
de k-cellules telle que chaque cellule apparaissant dans la somme est précédée d’un coefficient
multiplicateur appartenant & G. Les groupes de coefficients les plus largement utilisés sont les
groupes Z et Z/pZ.

Sur la figure 5.4(a), une base de Cy(X) est formée de x et y, et une base de C1(X)
est constituée de a, b, ¢ et d. Une 1-chaine (a coefficients dans Z) est, par exemple,
a+2b+3c. Cette somme ne posséde pas ici d’interprétation géométrique évidente.
La somme a+ (—1)b, par contre, peut étre interprétée comme une boucle enraciné
en y.

Sur la figure 5.4(b), une base de Cy(X) est composée des cellules A et B.

Il faut ensuite définir une notion de bord. Le bord d’une cellule de dimension k est défini &
I’aide d’un ensemble de cellules de dimension k— 1. Pour exprimer cette relation, on construit une
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application entre Cy(X) et Cr_1(X), appelée opérateur bord, qui & tout ensemble de k-cellules
associe une somme algébrique de (k — 1)-cellules. Cette application est un homomorphisme de
groupe, généralement noté J;. Les matrices utilisées pour représenter ces homomorphismes sont
appelées matrices d’incidence. On explicite généralement cet homomorphisme sur les éléments
de la base naturelle de Cx(X), le bord de tout chaine peut ensuite étre directement déduit par
linéarité. Une k-chaine est appelée k-bord, s'il existe une (k + 1)-chaine dont elle est I'image par
Op11. L’ensemble des k-bords constitue un sous-groupe de Cj et est dénoté par By. By est trés
exactement le sous-groupe Im Oy 1.

Un opérateur bord naturel entre les groupes de chaines C1(X) et Co(X) des figures
5.4(a) et 5.4(b) sera défini par : O1(a) = x —y, 01(b) =x —vy, O1(c) =x — vy, et
81 (d) =T —Y.

Le bord de la chaine a — b, 01(a — b), est alors égal a 01 (a) — O1(b) = 0, et le bord
de a + b est lui égal a 2o — 2y.

L’opérateur bord naturellement défini entre Co(X) et C1(X) sur l'objet représenté
par la figure 5.4(b) est : 02(A) =a—b et (B)=c—d

Sur la figure 5.4(b), a — b+ ¢ — d est un 1-bord, il est bord de la 2-chaine A+ B.

On définit ensuite la notion de k-cycle. Un k-cycle est une k-chaine dont le bord est nul,
autrement dit une sorte d’enveloppe fermée de dimension k. Un tel k-cycle définit un trou k-
dimensionnel s’il n’est pas un k-bord, autrement dit si I’enveloppe fermée qu’il constitue ne
contient pas un objet de dimension k£ + 1. L’ensemble des k-cycles forme un sous-groupe de Cj.
On le note généralement Z; (de l'allemand Zyklus). Par construction, Z; = Ker 0.

Sur les figures 5.4(a) et 5.4(b), a — b est un cycle, ainsi que b — ¢, ¢ — d, a — d,
a—b+c—d...

Sur la figure 5.4(a), a — b n’est le bord d’aucune 2-chaine, et définit donc un trou
de dimension 1. Sur la figure 5.4(b), en revanche, a — b constitue le bord de la
2-chaine A.

Etant donné une subdivision cellulaire, on peut noter qu’il peut exister plusieurs k-cycles qui
ne sont pas des bords entourant (de plus ou moins prés) un méme k-trou. Comme 'on cherche &
caractériser chaque trou de dimension k, il s’agit alors d’organiser I’ensemble de ces k-cycles en
différentes classes, chacune associée & un k-trou différent. De maniére plus formelle, on constate
que deux k-cycles encercleront le méme k-trou si leur différence est un k-bord. Deux tels cycles
2¥ et 25 seront alors dit homologiquement équivalents. Et on écrira 2¥ ~ z& pour signifier qu'il
existe 21 et 2¥ tel que z{“ — zé“ = 2F avec 2F = 04121, 11 faut noter que cette égalité requiert
implicitement que z* soit un cycle. De maniére générale, on impose que tout k-bord soit un k-
cycle, afin que les classes d’équivalence définies par la relation d’équivalence homologique soient
précisément les éléments du groupe quotient Zj/By. Autrement dit, on impose que Jx0y_1 soit
trivial pour tout k£ > 0.

Le k™€ groupe d’homologie est alors naturellement défini comme ce groupe quotient Zj, /By,

qui contient I'information relative aux k-trous présents dans I’espace considéré.

Sur la figure 5.4(b), les cyclesb—c, a —c, d—b, a—d ... définissent le méme
trou (précisément délimité par les arétes b et c).

Et, on a bien, par exemple, a —c =a—b+b—c= 0y(A) + (b—¢), autrement dit
a—c~b—c.
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FiG. 5.4 — Exemples d’objets cellulaires simples contenant un ou plusieurs 2-trous

Pour résumer, la définition d’un ensemble de groupes d’homologie sur un espace topologique
requiert 1’existence :

i). d’une décomposition cellulaire sur cet espace, afin de disposer d'un groupe de chaines dans
chaque dimension,

ii). d’un opérateur bord pour chaque dimension présente dans le complexe, tel que 9p0x_1 = 0.
Par abus de langage, on note souvent 90 = 0.

On peut prouver qu'un ensemble d’opérateurs bords satisfaisant cette propriété peut étre
associé a la plupart des subdivisions cellulaires utilisées pour représenter des images. Ainsi les
complexes simpliciaux abstraits [9], les complexes cubiques [104, 161, 199] ou plus généralement
les a-complexes [9], dans le cadre des subdivisions cellulaires ne présentant pas d’identifications,
possédent cette propriété. Les ensembles simpliciaux et semi-simpliciaux, dans le contexte des
subdivisions contenant éventuellement des identifications, vérifient aussi cette condition [159,
166].

Définition formelle

Plus généralement, on est capable de construire une théorie de ’homologie dés lors que 1’on
dispose de ce qu’on appelle un complexe de chaines :

Définition 5.1 (Complexe de chaines) Un complexe de chaines C = (C), 0,) est une suite

8+1 1s)
e Oy 2o, ey —

de groupes abéliens C, (groupe des p-chaines) et d’homomorphismes 0, tels que O, o Op1 = 0.

eme

Le p groupe d’homologie se définit alors comme précédemment en s’appuyant sur les
sous-groupes Ker 9, et Im 0p41.

Définition 5.2 (Groupes d’homologie) FEtant donné un compleze de chaines C = (Cp,0p),
le p™¢ groupe d’homologie de C est défini par :

H,(C) = Zp(C)/ By (C)
ot Z,(C) = Ker 0, et B,(C) =Im 0y
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Lorsqu’aucune confusion n’est possible, on omettra le nom du complexe des chaines dans la
notation des groupes.

Par la suite, on ne considére que des complexes de chaines pour lesquels C), est un groupe fini
quel que soit p. Ainsi, tous les groupes d’homologie associés, Hy(C), sont de type fini (cf Déf. D.6
page 268). De plus, chacun des homomorphismes 0, peut alors étre représenté dans des bases
particuliéres par une matrice en forme normale de Smith (cf Thé. 5.3 page 199). La section
suivante montre comment exploiter cette forme normale pour extraire 'information contenue
dans les groupes d’homologie.

5.1.2 Décomposition d’un groupe d’homologie : forme normale de Smith

Nous expliquons d’abord ce qu’est la forme normale de Smith d’'un homomorphisme de
groupe. Nous rappelons ensuite le théoréeme fondamental des groupes abéliens de type fini qui
indique que ces groupes sont caractérisables par un ensemble fini d’entiers. Nous montrons enfin
comment on relie classiquement les formes normales de Smith des opérateurs bord d’un complexe
de chaines a la caractérisation de ses groupes d’homologie.

Forme normale de Smith d’un homomorphisme de groupes

On peut montrer [164, 165, 184] que tout homomorphisme de groupes peut étre représenté
dans des bases particuliéres par une matrice dont les seuls éléments non nuls sont situés sur la
diagonale d’'une sous-matrice carrée située dans le coin supérieur gauche de la matrice. En outre,
ces éléments non nuls possédent une propriété particuliére : ’élément situé sur la ligne ¢ est un
diviseur de ’élément positionné sur la ligne i + 1 (et par transitivité de tout élément non nul
appartenant a une ligne d’indice strictement supérieur).

Théoréme 5.3 (Forme normale de Smith) Soient deuz groupes abéliens libres G et G' de
rang, respectivement n et m et une application f : G — G’ un homomorphisme de groupes.
Alors il existe une base de G et une base de G’ telles que, la matrice représentant f dans ces
bases ait la forme :

G
b1 0

o | o b

avec b; > 1 et bylba|- - |b;.
Cette forme est appelée forme normale de Smith de [’homomorphisme f et les b; supérieurs
a 1 sont appelés les facteurs invariants de f.

Décomposition des groupes abéliens de type fini

Les notions essentielles de théorie des groupes apparaissant dans le théoréme suivant sont
rappelées en annexe D page 267.

Ce théoréme explique comment décomposer tout groupe abélien de type fini en une somme
particuliere de sous-groupes :



200CHAPITRE 5. CALCUL D’INVARIANTS TOPOLOGIQUES : LES GROUPES D’HOMOLOGIE

Théoréme 5.4 (Théoréme fondamental des groupes abéliens de type fini) Soit G un
groupe abélien de type fini, et T son sous-groupe de torsion.

i). Il existe un sous-groupe abélien libre F' de G de rang fini (3 tel que
G=Fa&T

i1). 1l existe un ensemble fini de sous-groupes cycliques finis T1,- -+, Ty ou T; est d’ordre t; > 1,
tels que t;|t; pour tout 1 <i < j<ket

T=T&..®T
i11). Les nombres [3,t1,- -, t; sont caractérisés de maniére unique par G.

0 est appelé nombre de Betti de G et les nombres t1,...,t; sont connus sous le nom de
coefficients de torsion. Ce théoréme implique que tout groupe abélien GG de type fini est isomorphe
& la somme directe des groupes :

g
—_——
Go76®.. 0LOL/MLD...0L/tLT

La sous-somme Z/t1Z @ ... S Z/tiZ est naturellement appelée décomposition cyclique de G.

Lien entre forme normale de Smith et décomposition des groupes d’homologie

Etant donné un complexe des chaines C' = {(C), 0p)}, nous allons rappeler ici comment
montrer que les facteurs invariants de Jy11 sont précisément les coefficients de torsion de Hjy,.
En outre, si on appelle D, et D, les matrices en forme normale de Smith représentant res-
pectivement 0, et dp41, on va expliquer pourquoi le nombre de Betti de H, peut étre obtenu
en soustrayant le nombre de colonnes nulles de D, au nombre de lignes non nulles de D,41. Ces
rappels se fondent principalement sur le livre de Munkres [164].

Dans cette section, sont présentées les principales preuves qui permettent d’obtenir le résultat
souhaité et montrent bien comment il est possible de raisonner sur ces groupes. Les résultats
principaux apparaissent dans les théorémes 5.10 et 5.12 page 204 qui sont des conséquences
presques directes du lemme 5.9 page 202.

Pour bien comprendre comment décomposer un groupe d’homologie, on s’intéresse tout
d’abord au groupe de cycles correspondant. On peut en effet montrer qu’il existe différents
types de cycles. Certains sont bords d’une chaine de dimension supérieure. D’autres ne le sont
pas mais il existe une chaine égale a k fois un tel cycle (k > 1) qui est bord d’une chaine de
dimension supérieure. D’autres enfin, méme s’ils sont additionnés plusieurs fois, ne sont jamais
bord.

Plus concrétement, la deuxiéme catégorie de cycles correspond & la présence de torsions dans
le complexe de chaines considéré. Il est difficile de concevoir la notion de torsion, car de telles
configurations ne peuvent pas apparaitre dans des objets plongeables en 2 et 3 dimensions.
Historiquement d’ailleurs, Poincaré qui fut le premier & introduire cette notion d’homologie, ne
considéra en premier lieu que les informations fournies par la partie libre avant de se rendre
compte qu’il était nécessaire d’introduire les torsions pour compléter la description des trous
[187]. Un exemple classique dans lequel peuvent apparaitre de tels cycles est la bouteille de
Klein? (Fig. 5.5).

2La bouteille de Klein est une surface étudiée en 1882 par Klein dont on ne peut distinguer I'intérieur de ’exté-
rieur. Son nom original "Kleinsche Flache" (surface de Klein) a été (malencontreusement ou "humoristiquement")
traduit par "bouteille de Klein" (Kleinsche Flische).
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(a) Subdivision représentant la bouteille (b) bouteille de Klein
de Klein

F1G. 5.5 — Bouteille de Klein : on peut montrer que le cycle z1 = [a,d] + [d, e] + [e,a] n’est le
bord d’aucune 2-chaine mais que 2z; est le bord de la 2-chaine composée de tous les 2-simplexes
orientés comme sur la figure [164]

Par la suite, on notera 0, 1’élément neutre du groupe C,.

On commence par définir un sous-groupe d’un groupe de chaines, appelé groupe des bords
faibles puis on montre qu’il contient précisément les cycles de la premiére et de la deuxiéme
catégorie.

Définition 5.5 (Bords faibles) L’ensemble
Wy ={cp € Cp/INE L, A, € By}
qui est un sous-groupe de C), est appelé groupe des bords faibles.
Par la suite, on appellera bord faible strict, tout bord faible qui n’est pas un bord.
Lemme 5.6 B, C W, C Z, C C,

Preuve : La troisiéme inclusion provient directement de la définition de Z,,.
La premiére est aussi immédiate : pour tout élément c, € By, il existe A = 1 tel que
Aep € By,
La deuxiéme provient de I’absence de torsion dans C,. W), est donc lui aussi sans torsion
en tant que sous-groupe de C,. Autrement dit, VA # 0,Vc, # 0p,, Ac, # 0,. Par définition
de Wy, Ve, # 0, € Wy, IX# 0 A¢, € By,. Comme 0,0p + 1 = 0,1, on a dp(Acp) = 0p—1
avec Ac, # 0,. Ainsi A0,(cp) = 0,1 ce qui permet d’affirmer que c, appartient & Z,. O

Le théoréme suivant montre comment décomposer Z,, en une somme directe dont I'un des
facteurs est Wp.

Théoréme 5.7 (Décomposition de Z,) W), est un facteur direct dans Z,, autrement dit, il
eriste un sous-groupe V, de Z, tel que :

Zp=Vp & Wp
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Preuve : On commence par rappeler que H, = Z,/B, peut aussi s’écrire comme la somme
directe F, ® T, ou F,, est un sous-groupe libre de H), et T}, un sous-groupe de torsion (cf
Thé. 5.4-1) page 200).
Soit q la projection de Z,, sur H,/T,. Cette projection peut étre vue comme la composition
de 2 projections q1 et qo : ¢ = g2 © q1 telles que :

q1 q2
Zp —_— Hp:Zp/Bp — Hp/Tp
cp =3 — c“]“D

On considére maintenant le noyau de la projection q.
Ker(q) = {¢, € Zp,q(c,) = 0}

¢, est la classe d’équivalence de ¢, dans H,. On a ainsi V¢, € Ker(q),¢, C T,,. Comme T),
est un groupe de torsion, ¢, est un élément d’ordre fini dans H, (cf Déf. D.7 page 268). II
existe alors un entier A # 0, tel que \¢, = 0, = B,,. Autrement dit, il existe b, € B, tel
que Ac, = by,

Ker(q) = {cp€Zp, IN#0,X ¢y € By}
= W,

Le noyau de cette projection est donc le sous-groupe W,,. Et par le théoréme D.10, on
obtient Z,/W, ~ H,/T,.

H,/T, est de type fini et sans torsion. Il est donc libre en vertu du théoréme D.11
(page 268). Z,/W, est donc lui aussi libre. Le théoréeme D.8 page 268 implique alors
que Z,, = Z,/W, ® W,. W), est ainsi un facteur direct dans Z,. O

On dispose maintenant d’une décomposition de Z, en la somme directe V,, © W, ot V}, ~
Z,/Wp. Le principal avantage de cette définition est que 'un des facteurs directs (), contient
By. On a donc d’aprés le théoréme D.9 :

Corollaire 5.8

H, = Z,/By=(Vp®W)/By,~V,®W,/By
~ Z,/W,®W,/B,

ot Z,/W, est un groupe libre et W,/B,, un groupe de torsion.

Les classes d’équivalence de la partie libre de H), sont donc construites sur les cycles qui ne
sont pas des bords faibles, tandis que les classes d’équivalence de sa partie de torsion contiennent
les bords faibles qui ne sont pas des bords.

Cette décomposition de H, permet d’exploiter l'information contenue dans les formes nor-
males de Smith des homomorphismes 0, et d,11 pour déterminer le nombre de Betti et les
coefficients de torsion de H,,.

Lemme 5.9 Soit (e}, -+, el ) et (6110_1, e ,eﬁ;ll) des bases respectives de C), et Cp_1 telles que
0p soit représentée dans ces bases par D, :
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p p p P
4 €, Clt1 Enp

-1

o 0 €1
0 1

D = 0 bf e?

p P P
et
Ip+1

0 0 :

-1
&

0i Vi € {1, 1y}, W A0 et WIBh| - [0f..
Awvec ces notations, on a :

i). (€] 117 €n,) base de Z,
ii). (bfezlg_l,...,bfei_l) base de By_;
111). (ell’_l,...,ei_l) base de W),y

Preuve : On considére un élément c, de C), et son image par 0, :

"'p lp
— .oP — Pl
cp = E ae; et Oy(cp) = E Waet
i=1 i=1

i) provient de I’équivalence :
Oplep) =0 Vie{l,---,l,}, a;=0

Une base de Z), est donc (ef;ﬂ, b)),

Pour prouver ii), on remarque que Vc,—1 € By_1,3¢, € Cp,0p(cp) = cp—1. Il existe donc
{aitieq1,u,), tels que

lp

— § : PPl
p-1= ) aibie;
i=1

Et comme Vi € {1,...,1,}, b¥ #0, {bfef_l}ie{l,...,lp} est une base de By,_1.
Enfin, on regarde W,_, pour prouver iii).

Wp_l = {Cp_l S Cp_l/ﬂ)\ 75 0, )\Cp_l S Bp—l}

Par ii), on sait que Vi € {1,---,1,}, b‘fef_l € By_1. Ceci implique que {ef_l}ie{l,...lp} C
Wp—1. Soit maintenant c,_1 = ?ﬁ[l a;ef_l un élément de Wy,_1. 3\ # 0,3c, € Cp, Acp—1 =

Op(cp) € Bp—1. En développant cette expression, on obtient :

Np—1 lp

r p—1 3p p—1
A E ae;, = E a;b; e;
i=1 i=1
n » <, . . . .
en supposant que ¢, = » .7, a;el. Cette égalité se traduit par n,_, égalités sur les co-

efficients des ef_l qui impliquent que Yi € {l, +1,---,n,_1}, a, = 0. Autrement dit,
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-1 . .y 14
{e? }z'e{l,---,lp} est un ensemble fini de générateurs de W),_1. De plus, comme ces éléments

appartiennent a la base de Z,, ils sont indépendants. Et {ef_l}i€{17...,lp} constitue ainsi
une base de W,_1. O

Tout ceci conduit au théoréme fondamental suivant qui permet d’obtenir le nombre de Betti
d'un groupe d’homologie a partir des homomorphismes 0, et 9,_1.

Théoréme 5.10 (nombre de Betti de H,(C)) Soit H,(C) le p°™¢ groupe d’homologie du groupe
de chaines C. Soit n, le rang de Cp(C) et I, le rang de 0p. Le nombre de Betti de H,(C), [3,, est
tel que :

Bp=np —lp = lp+1
Preuve : H, = Z,/W, ® W,/B,. Le groupe Z,/W,, est libre (cf corollaire 5.8). Par définition,

son rang est le nombre de Betti de H,. Il est égal a rang(Z,) — rang(W,,) ce qui conduit,
via le lemme 5.9, a B, = (n, — 1) — lp41. O

Définition 5.11 (Nombres de Betti d’un complexe de chaines) Le p®™° nombre de Betti

d’un compleze de chaines C, noté (3,(C), est défini comme le nombre de Betti du peme groupe
d’homologie de C.

On s’intéresse maintenant aux coefficients de torsion des groupes d’homologie.

Théoréme 5.12 (Coefficients de torsion de H,(C)) Soit H,(C) le p°™ groupe d’homologie
du compleze de chaines C. Soit Dy 1 la matrice en forme normale de Smith représentant 0.
Soit {bf“}ip;ll l'ensemble des éléments non nuls de Dpy1. T}, le sous-groupe de torsion de H,,

est tel que :
T, ~ Z/07"2 & - & Z/h7Z
Preuve : H, = Z,/W, ® T, ou T, = W,/B,. On note < €! > le sous-groupe de C,, généré
par €. D’aprés le lemme 5.9, on a W, =< e} > @& & < efpﬂ > et B, =< Wi"'el >

@0 < bt eiﬂ >. En appliquant le théoréme D.9, on obtient finalement :

lp+1
p

Wy o _<e> D - P %
Bp T <pbtlels <pPtter >

p+1 ‘p+1

1 1
~ LWL e - e L)L
Les facteurs invariants de 0p41 sont donc les coefficients de torsion de H,,. a

5.1.3 Obtention des générateurs des groupes d’homologie

L’obtention des générateurs des groupes d’homologie est un probléme qui a été bien moins
étudié que le calcul de la décomposition cyclique des groupes d’homologie. Cairns, cependant, a
prouvé dans [40] qu’il est possible de représenter les homomorphismes de bords par des matrices
dans une forme normale proche de celle de Smith telles quune unique base de chaque groupe
CP soit utilisée pour les matrices associées & Jp41 et 0,. A partir de cette forme matricielle des
opérateurs bord, il est possible de déduire une famille de générateurs des groupes d’homologie.

Le théoréme fondamental démontré par Cairns s’exprime de la fagon suivante :
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Théoréme 5.13 Soit un complexe de chaines C, il est possible de choisir simultanément des
bases pour chaque groupe C), telle que chaque matrice d’incidence puisse s’écrire sous la forme
normale :

Ay

Ao

avec Ag|A1| -+ | Ay

Cette forme normale n’est pas trés différente de la forme normale de Smith et peut s’obtenir
facilement & partir de cette derniére.

La table 5.1 représente la forme normale de Smith modifiée de l'opérateur bord 0p41, sur
laquelle il est possible de lire & la fois les coefficients de torsion, le nombre de Betti et une famille
de générateurs du groupe d’homologie H),. Par la suite, on notera cette matrice Npy;.

La partie libre du groupe H), va étre générée par les p-cycles qui ne sont pas des bords faibles,
autrement dit en examinant N, et N1, par 'ensemble {v/,--- ,b‘gp}. En effet, chacune de ces
p-chaines a pour image 0,—1 par d,, puisqu’elle correspond & une colonne & 0 dans N,. De plus,
ni elle ni aucun de ses multiples n’a d’antécédent pour I'opérateur 9,1 puisque la ligne qui lui
est associée dans IN,11 est uniquement constituée de 0.

La partie de torsion sera, quant & elle, générée par les cycles qui sont des bords faibles
mais pas des bords. La encore, il suffit de regarder N,, et N}, ;1 pour voir qu’il s’agit de la famille
{a,---,ap,}. En effet, chacun de ses éléments est un k-cycle (colonne nulle dans NN,,) et nécessite
d’étre multiplié par un entier strictement supérieur & 1 pour étre un k-bord, c’est & dire pour
posséder un antécédent dans Npy1. On peut noter qu’en réalité, il suffit, ici, de regarder N,41 :

puisque les a;, i € {1,---, p,}, sont des p-bords faibles, ils sont forcément des p-cycles.
(p+1) — Cycles Antécédents des Bords Faibles
1 1 T I 1 T pFl I
CARRE. 3 A WG A L M.
P
“ A% 0 : Bords Faibles
0 0 : 0 Strictes
P
e | ] O Mt ___]
ap';p+1 o 0
|
E 0 0 O | Bords
|
agp .0 1
b’i’ : Cycles qui ne
: [ sont pas des
» 0 0 0 ! 0 Bords Faibles
b |
Bp !
5t l
: 0 0 0 ; 0
TYp—1 !

TAB. 5.1 — Forme normale de Smith de I'homomorphisme de bord 9,41.
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Agoston a exploité les travaux de Cairns et a congu un algorithme calculant ces formes
matricielles, capable de mémoriser au fur et & mesure les divers changement de bases au sein de
matrices de passage [1].

Cet algorithme repose sur le calcul successif de toutes les matrices N, d’'un complexe de
chaines pour p allant de 0 & I'indice du groupe d’homologie maximal souhaité. Chaque homo-
morphisme est successivement exprimé dans 4 paires de bases, excepté le premier et le dernier
qui ne nécessitent 1’emploi que de 3 paires de bases. Par la suite, on note KP la base naturelle de
CP. Le processus utilisé pour obtenir la matrice en forme de Smith modifiée de 0, est décrit
ci-dessous. On suppose d’abord que la forme de Smith modifiée de 0, a déja été calculée. Et on
note LP = Up_lle et TP~ ! les bases de CP et CP~! associées a cette forme. Le calcul de NP*+!
est réalisé en 4 étapes :

1. On exprime 8,1 dans les bases canoniques KP*! et KP par la matrice d’incidence E, 1.

2. On construit la matrice E;, 1 =U, 'E,+1. Cette matrice représente 0,41 relativement

aux bases KPT! et LP.
3. On calcule la forme normale de Smith modifiée N, 1 de Jp41 & partie de E; 11 Npp1 =
VoE}, 1 Upy1. Cette matrice représente 8,11 dans les bases L/ = Uy KPH! et TP = V,LP.

4. A cet instant, la base de C), utilisée pour V), et IV, n’est pas la méme. On multiplie donc
N, a droite par Vp_l. Et on peut prouver [1, 166] que la matrice obtenue, qui représente
9, dans les bases I'? et P! est toujours en forme normale de Smith modifiée.

En pratique, le dernier calcul n’est pas effectué. En effet, il laisse la matrice NP inchangée
et I'information nécessaire pour construire les nouvelles bases est tout entiére contenue dans les
matrices de passage. A la fin du calcul, toutes les matrices IV, représentent les homomorphismes
0p relativement aux bases I'P telles que : =71,k Tt = UlVl_llCl, Ll = Un_an__lllC"_l,
rr=u,K".

Cette procédure est résumée dans le tableau 5.2 dans lequel les paires de bases utilisées a
chaque étape sont mises en évidence.

| Etape | Bases [[\[] et Matricede 8, | Bases []\[] et Matrice de 9,11 |
0. Entrée provenant de l'itéra- [(Vp—1 U;_ll)_llC”‘l]\[Uple}
tion p
(mSNF) N, =V, U, E,U,
1. Matrice d’incidence [KCPI\[KPT1]
of Op11 (incidence) Epiq
2. Multiplie a gauche E,;4 (U, ) P[P
par U, ! E . =U"Ey\
3. Calcule la mSNF (VU D) TP\ [Upga KPH
Np+1 de 8p+1 a partir de E;J+1 (mSNF) Np+1 = V;)Ui;lEp+1Up+1
4. Multiplie & droite N, [(Vo—r U, ) TIKP= TN\ [U,V, 1KP]
par V, ! N,V, ! (identique a N,,)

TAB. 5.2 — Expression des homomorphismes de bords : mSNF dénote la forme normale de Smith
modifiée.
5.2 Calcul effectif des groupes d’homologie

Il existe différentes méthodes de calculs de 'information homologique. Certaines approches
que l'on pourrait qualifier de purement algorithmiques visent & retrouver cette information en
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manipulant directement les k-chaines des subdivisions étudiées. D’autres s’intéressent aux ma-
trices d’incidence en "oubliant" leur origine et cherchent & en extraire I’information homologique.

Il faut noter que le probléme est différent si ’on souhaite seulement calculer les nombres de
Betti et les coefficients de torsion des groupes d’homologie ou si ’on souhaite en outre obtenir des
familles de générateurs. La premiére question a été, semble-t’il, plus étudiée que la seconde. Et
si certaines méthodes algorithmiques permettent d’obtenir des familles de générateurs, aucune
méthode matricielle, exceptée celle proposée par Agoston, ne s’est penchée sur ’obtention des
générateurs.

5.2.1 Approches algorithmiques

Nous évoquons dans le cadre des approches algorithmiques trois travaux qui correspondent
en réalité a deux approches différentes.

Avant d’expliquer le principe de ces méthodes, on peut tout d’abord noter qu’aucun des algo-
rithmes mentionnés ici n’est complétement générique. Leurs domaines et conditions d’application
sont résumés et comparés dans le tableau 5.3.

La premiére méthode, développée par Delfinado et Edelsbrunner [57] s’appuie sur un algo-
rithme incrémental. Restreinte aux complexes simpliciaux plongeables dans R?, elle consiste &
travailler sur une filtration du complexe considéré. Il s’agit d’une suite finie de complexes sim-
pliciaux telle que chaque complexe est un sous-complexe propre de son successeur dans la suite
et que le dernier complexe de la suite est le complexe simplicial total étudié. Plus précisément la
suite considérée posséde en outre la propriété que deux complexes successifs difféerent exactement
d’un simplexe. Et le premier élément de la fltration ne contient qu’'un simplexe. L’algorithme
proposé vise a calculer les nombres de Betti du complexe. Ces derniers suffisent en effet & carac-
tériser les groupes d’homologie recherchés puisque les objets considérés sont plongeables dans
R3 et ne contiennent donc pas de torsion. L’algorithme est, & premiére vue, trés simple. On
note d la dimension maximale du complexe (forcément inférieure ou égale a 3). On appelle K;
le ™€ complexe de la filtration, égal 4 I’ensemble de simplexes {1, --,0;}. Le complexe entier
correspond a K, et le nombre de Betti du complexe en dimension & est noté bi. L’algorithme
s’écrit :

Pour =04 d faire
by —0
Pour i=13a m faire
k «— dimo;
si o; appartient a un k-cycle de KC; alors by «— by +1 sinon by_q « by_; —13

La validité de cet algorithme est prouvée dans [57]. Le probléme qui se pose pour que la
méthode soit utilisable consiste & exprimer algorithmiquement la condition "appartient a un k-
cycle”. En pratique, Delfinado et Edelsbrunner ont proposé des caractérisations pour les O-cycles,
les 1-cycles et les (d — 1)-cycles ou d représente toujours la dimension du complexe. Autrement
dit, I’algorithme n’est complet que pour des complexes de dimension inférieure ou égale & 3. Dés
la dimension 4, il n’existe a priori pas de moyen simple de tester si un simplexe appartient & un
2-cycle.

Cet algorithme a été mis au point pour étre exploité en modélisation solide et calculer les
nombres de Betti d’a-shapes [70, 71]. Sa complexité pour des complexes de dimension 3 est en

3comme un sommet est toujours un 0-cycle, on n’essaiera jamais d’accéder a la variable (indéfinie) b_;.
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O(na(n)) ou « est 'inverse de la fonction d’Ackermann et n le nombre de simplexes de 'objet.
Le cotit de stockage est en O(n).

Cette approche est équivalente & construire le complexe dont on souhaite calculer I’homologie
simplexe aprés simplexe et a calculer au fur et & mesure ses nombres de Betti. Bien sir la
construction doit respecter certaines régles, la principale étant qu’on ne peut ajouter un simplexe
que si toutes ses faces appartiennent déja au complexe.

La deuxiéme approche suit un procédé inverse. L’idée consiste & simplifier le complexe étudié
en Otant séquentiellement certaines cellules bien choisies, afin que le complexe obtenu posséde
la méme homologie que le complexe initial. Les deux méthodes basées sur cette approche, que
nous citons ici, s’intéressent & des groupes de chaines dont les groupes de coefficients sont des
anneaux commutatifs ce qui garantit ’absence de torsion dans les groupes. Cependant, méme
si les philosophies de ces deux procédés sont trés proches, ils présentent quand méme certaines
différences.

Le procédé proposé par Gonzalez-Diaz et Real dans [91] est défini uniquement sur des com-
plexes simpliciaux de dimension 3. Aprés chaque simplification, I’objet obtenu est toujours un
complexe simplicial. L’équivalence entre I’homologie du complexe initial et du complexe obtenu
est garantie par la construction explicite d’une contraction de chaines. La méthode de réduction
se fonde sur deux étapes de simplification différentes. La premiére réduit le complexe a l'aide de
"contractions" simpliciales (simplicial collapses), procédé classique qui consiste & enlever séquen-
tiellement des couples de cellules, dont I'une est maximale dans le complexe et I'autre est une des
ses faces libres de dimension juste inférieure.* La deuxiéme étape est de nature plus algébrique.
Elle se fonde comme dans I’approche précédente sur une filtration du complexe considéré mais
aussi sur une filtration du complexe réduit. Elle détermine pour chaque simplexe o; appartenant
au "¢ complexe de la filtration du complexe original s’il doit appartenir au complexe réduit.
La décision se fonde sur I’observation du bord de o; dans le (i — 1)°™¢ complexe de la filtration
du complexe réduit. A la fin de ’algorithme, on obtient non seulement les nombres de Betti mais
aussi un ensemble de générateurs des groupes d’homologie. Cet algorithme a été effectivement
utilisé sur des complexes simpliciaux construits sur des images discretes basées sur une grille
BCC. Dans l'article, le processus est détaillé pour le groupe de coefficient Z /27 méme s'il est
précisé, en introduction, que la méthode resterait valide pour tout ensemble de coefficients qui
serait un anneau commutatif.

La méthode de Kaczyriski, Slusarek, et Mrozek [105] n’impose rien sur la nature du complexe
cellulaire sur lequel est construit le complexe de chaines. De plus, si le complexe de chaines
est, au départ, construit sur un complexe simplicial, rien ne garantit qu’a tout moment de la
réduction, les cellules manipulées resteront des simplexes (c’est méme rarement le cas). En effet,
4 chaque réduction deux chaines de cellules sont 6tées et les opérateurs bords sont modifiés
de sorte qu’une 2-cellule peut par exemple se retrouver avec quatre 1-faces. Contrairement & la
méthode précédente, la simplication suit ici toujours le méme schéma. A chaque étape, on enléve
deux chaines a et b telles que a est de dimension juste inférieure & b et qu’il existe un élément de
I’anneau de coefficients A non nul et une chaine r de méme dimension que a telle que 0b = Aa+r.
La validité et la terminaison de ’algorithme sont prouvées dans [105]. La complexité n’a pas été
exprimée dans le cas général mais lorsque le groupe des coefficients est un corps, elle est au pire
en O(n?) opérations artihmétiques ot n est le maximum des rangs des groupes de chaines. Pour
certains cas trés spécifiques, elle peut étre encore améliorée.

Pour résumer, deux approches que ’'on pourrait respectivement qualifier de constructive et

4Une face libre d’un simplexe est un simplexe qui n’est face d’aucun autre simplexe
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Auteurs Type de sub- | Dim Groupe Famille Torsions | Image

division de coeffi- | de géné-

cients rateurs

Delfinado et | Complexe 2D/3D| Z non non a-shapes
Edelsbrunner | simplicial
[57]
Gonzalez-diaz | Complexe 3D Z]2Z oui non grille
et Real [91] simplicial BCC
Kaczynski, Complexe de | nD Anneau / non
Slusarek, et | chaines quel- Corps
Mrozek [105] | conque

TAB. 5.3 — Comparatif de 3 méthodes algorithmiques

destructive permettent de calculer algorithmiquement les groupes d’homologie d’un complexe de
chaines. La premiére n’a été utilisée que dans des cas trés particuliers, tandis que la deuxiéme
semble pouvoir d’adapter & des objets plus généraux. Cependant, aucune d’elles ne prend en
compte la notion de torsion et élude le probléme soit en restant en petite dimension, soit en
travaillant sur des groupes de coefficients particuliers. Enfin, il semble que la derniére méthode
mentionnée soit équivalente & une réduction matricielle.’

5.2.2 Approches matricielles

Il existe un algorithme classique de mise en forme normale de Smith que nous présentons en
premier lieu. Cependant, cet algorithme présente plusieurs inconvénients (complexités en temps
et en mémoire élevées). De nombreux travaux ont été réalisés pour pallier ces défauts. Nous
évoquons les différents types d’optimisation proposés et détaillons plus précisément 1’algorithme
sur lequel nous nous sommes appuyés par la suite qui a été proposé par Dumas et al [66].

Algorithme classique de mise en forme de Smith

L’algorithme de réduction que nous décrivons briévement ici permet d’obtenir la forme nor-
male de Smith d’un homomorphisme.

On considére deux groupes abéliens libres de rangs n et m, G et G’ et un homomorphisme
de f de G vers G'. On note F = (f;;) la matrice représentant f dans deux bases arbitraires de
G et G'. L’algorithme que nous décrivons ci-dessous vise & obtenir la forme normale de Smith
de f, autrement dit de calculer une matrice équivalente & F qui soit en forme normale de Smith.
Pour atteindre ce but, on peut appliquer des opérations élémentaires appropriées sur les lignes
et les colonnes de la matrice.

L’algorithme classique de mise en forme de Smith est décrit en détail dans "annexe E. On
se contente ici d’une description rapide.

®Samuel Peltier (SIC, Poitiers) travaille actuellement sur la question et un rapport résumant ses travaux
devrait étre prochainement disponible
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Principe de lalgorithme de réduction en forme normale de Smith :

i). Calculer une matrice équivalence dont la valeur minimale est la plus petite
possible,

i1). Déplacer en échangeant les lignes et colonnes voulues cette valeur minimale
dans le coin haut gauche de la matrice et en utilisant des opérations élé-
mentaires sur les lignes et les colonnes s’arranger pour que toutes les autres
valeurs de la premiére ligne et de la premiére colonne aient pour valeur 0,

i11). Appliquer les deux étapes précédentes a la matrice déduite de la précédente
aprés enléevement de la premiére ligne et de la premiére colonne, jusqu’a
ce qu’une telle matrice n’existe pas ou qu’elle soit pleine de 0s. L’une de
ces conditions d’arrét est atteinte en un nombre fini d’itérations (au plus
min(m,n) itérations).

Optimisations

La méthode classique de mise en forme normale de Smith souffre de plusieurs inconvénients.
Outre une complexité en temps élevée, elle peut faire apparaitre au cours du calcul de grands
entiers, méme si la matrice d’origine est relativement simple. Ce probléme, inhérent & la ma-
nipulation de matrices d’entiers, provient de l'utilisation de 1’algorithme d’Euclide lors de la
réduction. Hafner et al. dans [93] ont ainsi montré ’exemple d’une matrice d’entiers 20 x 20,
dont tous les éléments ont des valeurs comprises entre 0 et 10 et telle que, durant la réduction,
apparait une valeur supérieure a 10°%°.

Le probléme de la mise en forme normale de Smith de matrices d’entiers a été largement
étudiée souvent indépendamment du calcul des groupes d’homologie, et la plupart du temps sur
des matrices carrées. Les améliorations peuvent viser soit & réduire la complexité du calcul, soit
& minimiser la place mémoire requise, certaines s’attaquent & ces deux points simultanément.

Les méthodes matricielles visant & obtenir la forme normale de Smith d’un homomorphisme
peuvent étre classées, d’'un point de vue algorithmique, en deux principales catégories : les mé-
thodes déterministes et les méthodes stochastiques. Ces derniéres se montrent particuliérement
efficaces dés lors que la matrice d’origine est creuse, elles sont quasiment équivalentes aux mé-
thodes déterministes pour des matrices pleines. Cependant, elles ne permettent pas de garder
trace des changements de bases permettant d’obtenir une telle forme et elles ne pourront donc
pas étre utilisées dés lors que ’on souhaitera obtenir des familles de générateurs des groupes d’ho-
mologie. Les méthodes déterministes cherchent quant a elles & optimiser les calculs en passant
par des formes normales intermédiaires particuliéres (forme triangulaire, [66], forme de Hermite
[107], matrice bidiagonale [188]...).

La méthode couramment employée afin de réduire le colit mémoire consiste & effectuer tout
ou partie des calculs modulo un entier particuliérement bien choisi [66, 188]. En effet, on peut
prouver que ’on obtiendra la méme forme de Smith avec ou sans modulo, si ce dernier est
pris "assez grand". La difficulté réside donc dans le choix d’un tel entier. Storjohann a prouvé
dans [188] qu’on peut le prendre égal au double d’un multiple positif du produit des facteurs
invariants de la matrice. Le probléme est que 1’on ne connait pas ces facteurs invariants puisque
le but de ’algorithme est justement de les calculer. On sait néanmoins que leur produit est égal
au déterminant de la plus grande sous-matrice dont le déterminant est non nul. Cependant, le
calcul du déterminant d’une matrice est lui aussi complexe. C’est pourquoi, une solution parfois
adoptée consiste a mettre d’abord la matrice dans une forme intermédiaire sur laquelle son
déterminant est aisément calculable (e.g. forme triangulaire) puis & effectuer le reste du calcul
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avec le modulo ainsi obtenu [66].

Les améliorations en terme de calculs et de mémoire mentionnées jusqu’a présent sont le fruit
d’études sur des matrices quelconques, ne représentant pas forcément des homomorphismes de
bord dans un complexe de chaines. Dans le contexte plus particulier de la recherche des groupes
d’homologie, on peut imaginer que la construction des matrices d’incidence peut étre un facteur
d’accélération des calculs. Cette idée a été exploitée par Dumas et al. [66], dans le cadre des
complexes simpliciaux.

La table 5.4 référence quelques uns de ces travaux, en précisant pour chacun le type d’al-
gorithme mis en ceuvre. Les complexités® de la plupart de ces algorithmes pour une matrice
carrée A, n x n, sont de la forme O (n® (log||A||)°?) en terme d’opérations et O (nf1(log||A||)7?),
en terme d’espace mémoire requis (bits). Les paramétres intervenant dans ces complexité sont
bornés de la maniére suivante : ey et fo sont petits (e.g. < 3), e; est compris entre 3 et 6 + 1
(ot O caractérise la complexité de I'opération de multiplication de deux matrices n x n utilisée :
O(ne)) et fi est compris entre 2 et 3. Une étude plus précise de ces complexités peut étre trouvée
dans [189]. Seul le dernier algorithme cité a été écrit spécialement pour caractériser des groupes
d’homologie.

‘ Auteurs ‘ Type d’algorithme
Kannan et Bachem [107] déterministe
Iliopoulos [101, 102] déterministe
Hafner et McCurley [93] déterministe
Giesbrecht [88] Las Vegas
Giesbrecht [88] Monte Carlo
Storjohann [188] déterministe
Storjohann [190] déterministe
Storjohann [189] déterministe
Eberly, Giesbrecht, et Villard [67] Monte Carlo
Dumas, Heckenbach, Saunders, Welker [66] Déterministe

TAB. 5.4 — Quelques algorithmes de mise en forme de Smith optimisés

Algorithme de Dumas et al.

L’algorithme de Dumas est utilisé pour calculer les nombres de Betti et les coefficients de
torsion des groupes d’homologie des complexes simpliciaux non restreints. Ils ne s’intéressent pas
a l'obtention des générateurs. Les spécificités de ces objets sont utilisés lors de la construction
des matrices d’incidence, pour obtenir une matrice dont les lignes soient rangées par indice de
pivot croissant. L’algorithme de réduction proprement dit ne dépend pas de leurs propriétés et
peut étre appliqué sur toute matrice dont les lignes ont été au préalable triées par indice de
pivot croissant.

Les améliorations proposées par Dumas sont de plusieurs sortes. La premiére concerne la
construction et le stockage des matrices d’incidence : il exploite le caractére creux de ces ma-
trices, et tire partie des propriétés des complexes considérés pour obtenir naturellement une

5La complexjté exprimée ici ne tient pas compte d’éventuel facteurs constants ou logarithmiques, c’est pourquoi
elle est notée O [106, 189]
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matrice dont les lignes sont rangées selon le critére voulu. La deuxiéme vise & réduire le nombre
d’opérations coliteuses. En premier lieu, elle consiste a diminuer autant que possible la taille
de la matrice afin de ne garder qu’une sous-matrice significative. En effet, toute 'information
homologique est contenue dans la sous-matrice carrée dans le coin haut gauche de la matrice
mise en forme de Smith. Les lignes et colonnes en dehors de cette zone sont toutes & 0. Elle
consiste aussi & ne pas calculer la forme de Smith de la matrice entiére mais de déduire son
nombre de Betti et ses facteurs invariants d’une matrice triangulaire appropriée équivalente la
matrice originale. La troisiéme cherche a réduire la valeur des entiers apparaissant dans le calcul.
Elle se fonde sur un résultat de Storjohann qui garantit que toutes les opérations peuvent étre
effectuées modulo une certaine valeur, sans que cela change la matrice finale.

o (Construction et stockage des matrices
Les matrices d’incidence sont stockées ligne par ligne. De plus comme elles sont creuses,
seuls les éléments non nuls sont stockés avec pour chacun l'indice de la colonne a laquelle
il appartient.
Les propriétés des complexes simpliciaux non restreints sont utilisés pour construire les
matrices d’incidence. Un complexe simplicial non restreint est entiérement caractérisé par
ses simplexes maximaux. Mais construire chaque matrice D, requiert de connaitre expli-
citement l’ensemble des p- et des (p — 1)-simplexes du complexe. L’idée consiste alors &
générer les p et (p — 1)-faces des simplexes maximaux du complexe et de les ordonner
dans l'ordre lexicographique. Pendant ce processus, un méme simplexe peut apparaitre
plusieurs fois lorsqu’il est face de plus d’un simplexe maximal. Chaque duplicata est retiré
dés que possible pour éviter de gaspiller de la mémoire.
Par exemple, si le complexe simplicial est de dimension 2 et contient les simplexes maxi-
maux : abc, abg, acd, ade, aef, afg, la liste ordonnée des 1-simplexes correspondant sera, :
{ab, ac, ad, ae, af, ag, be, by, cd, de, ef, fg}.
D’autre part, I’ensemble des p-simplexes est utilisé & la fois pour le calcul de H), et de
Hp1. On calcule alors les groupes d’homologie séquentiellement en commengant par H
et en terminant par H,, ol n est la dimension du complexe simplicial. Ainsi, on ne génére
qu’une seule fois ’ensemble de p-simplexes et on le garde en mémoire uniquement pour
effectuer le calcul de H), et Hj11.
La convention usuelle consiste & associer les lignes de la matrice aux (p — 1)-simplexes
et les colonnes aux p-simplexes. Les opérations sont ici réalisées sur la transposée de la
matrice. Pour construire la matrice d’incidence, on recherche pour chaque p-simplexe, les
indices de ses (p — 1)-faces dans 1’ensemble contenant les (p — 1)-simplexes du complexe.
A chaque face trouvée, un nouvel élément est ajouté & la matrice : 'indice de colonne
associé est l'index de la (p — 1)-face et sa valeur est 1 si elle est face directe, —1 sinon.
Comme les ensembles de p-simplexes et (p — 1)-simplexes sont ordonnés suivant ’ordre
lexicographique, ce processus permet d’obtenir séquentiellement les éléments non nuls de
chaque ligne par ordre d’indice de colonne croissant. En outre, la matrice obtenue est telle
que ses lignes sont bien rangées par ordre d’indice de pivot croissant. Autrement dit, si ()
représente 'indice de la colonne contenant le premier élément non nul de la ligne 7, (i) est
monotone croissant. Cette propriété permet notamment d’obtenir une borne supérieure
pour le rang de la matrice et peut contribuer & simplifier le processus de réduction.
La matrice ci-dessous est la matrice d’incidence associée a ’opérateur d, défini sur le
complexe simplicial de la figure 5.6.
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ab ac ad ae af ag bc bg cd de ef fg
abc|1 -1 0 O O O 1 0O O O 0 O
abg|1 0 O O O -1 0 1 O O O O
acd{ O 1 -1 0 O O O O 1 O O O
ade | 0 0 1P -1 0 0 O O O 1 0 O
aef |0 0 O 1 -1 0 0 O O 0 1 0
afg| 0 0 0 1 -1 0 0 0 O 0 1
b c
g d

F1G. 5.6 — Complexe simplicial orienté

e Réduction en forme de Smith

La construction de la matrice d’incidence précédemment décrite permet de créer une ligne

a la fois. Ainsi, la matrice totale n’a pas besoin d’étre entiérement calculée en une fois, ce

qui est particuliérement intéressant lorsque celle-ci est trop volumineuse pour pouvoir étre

stockée en mémoire.

Le calcul de la forme normale de Smith est décomposée en plusieurs étapes. L’idée sous-

jacente consiste a traiter autant de lignes que possible avec des opérations simples, et de

n’utiliser des algorithmes plus élaborés et cotiteux que lorsque c’est vraiment indispensable.

En outre, durant les deux premiéres étapes, seules des opérations lignes sont exécutées, et

on tire ainsi partie du stockage ligne de la matrice. Comme précédemment, on note (i)

I'indice de la colonne du premier élément non nul de la ligne i. Autrement dit, r(i) est

I'indice du pivot de la ligne i. On notera pv(i) la valeur de ce pivot.

La premiére étape de l'algorithme consiste & modifier la matrice afin d’obtenir un nombre

maximum de lignes avec des r(i) distincts, et une valeur de pivot égale & 1. A cette fin,

on utilise simplement des opérations lignes élémentaires sur les lignes de la matrice. Trois

situations peuvent se produire aprés modifications d’une ligne :

1) La ligne est uniquement composée de Os et est immédiatement retirée de la matrice

2) La ligne est dans la forme voulue et est donc mémorisée telle quelle

3) La ligne posséde une valeur de pivot différente de 1. Elle est alors mise de coté et son
traitement est différé jusqu’a I’étape suivante ol des opérations plus complexes seront
mises en oeuvres.

Pendant la deuxiéme étape, les lignes dans la configuration 3) sont traitées afin d’obtenir

une matrice entiérement triangulaire. Comme leur pivot est différent de 1, il est parfois

nécessaire d’utiliser ’algorithme d’Euclide étendu qui permet de calculer le plus grand

diviseur commun de deux entiers. Cette situation survient lorsque ’on doit traiter deux
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lignes i et j, telles que 7; = r;, pu(i) ne divise pas pv(j) et pv(j) ne divise pas pv(i). Apres
avoir été ainsi traitée, une ligne peut posséder une valeur de pivot égale ou supérieure a
1. Et a la fin de cette étape, la matrice est en forme triangulaire, avec la plupart de ses
pivots égaux & 1 et quelques uns supérieurs a 1.
Enfin, quatriéme étape, pour obtenir, les nombres de Betti et les coefficients de torsion des
groupes d’homologie du complexe simplicial, il suffit, pour chaque matrice obtenue apreés
la derniére étape, de compter et mémoriser le nombre de lignes dont le pivot est égal & 1
et d’appliquer ’algorithme de Munkres sur les lignes de la matrice qui ont des valeurs de
pivot différentes de 1. Il s’agit ici de la partie la plus cotliteuse de 1’algorithme qui nécessite
a la fois des opérations ligne et colonne.

o Utilisation d’un modulo pour limiter les valeurs intermédiaires
Le calcul de la forme normale de Smith d’une matrice entiére requiert des opérations
mathématiques qui peuvent provoquer 'apparition de grandes valeurs intermédiaires. Il a
été prouvé par Storjohann que le calcul peut étre réalisé modulo une valeur adéquate pour
éviter de devoir manipuler de trop grands entiers.
Plus précisément, il faut choisir un modulo égal a deux fois la valeur d’un multiple positif
du produit des facteurs invariants de la matrice. Un modulo approprié est donc le double
de la valeur absolue du déterminant de la plus grande sous-matrice de déterminant non
nul.
A la fin de la troisitme étape de 'algorithme, le déterminant de la matrice peut étre
aisément calculé puisque la matrice est sous forme triangulaire. Dans ce cas, il est en effet
égal au produit de toutes les valeurs pivot.

5.2.3 Bilan

On a vu qu’il existait deux principales approches pour calculer effectivement les groupes
d’homologie d’un objet. La premiére, algorithmique, doit se plier & certaines restrictions et les
méthodes proposées dans ce cadre sont notamment incapable de prendre en compte les torsions
éventuelles d'un objet. La deuxiéme, matricielle, souffre d’'une complexité élevée en temps et en
mémoire et si différentes améliorations ont été proposées pour obtenir la forme normale de Smith
de matrices, la plupart ne s’intéresse pas aux groupes d’homologie & proprement parler et aucune
ne s’est confrontée au probléme de 'optimisation de 1’obtention de familles de générateurs des
groupes d’homologie.

5.3 Homologie et générateurs "modulo"

Nous avons précédemment vu que la seule méthode générale, donc matricielle, proposée pour
calculer & la fois la caractérisation des groupes d’homologie et des familles de générateurs de ces
groupes est celle proposée par Agoston. Comme elle s’appuie sur une mise en forme normale de
Smith, elle souffre des mémes défauts, complexité en temps et en mémoire élevée.

La méthode détaillée ici vise & proposer un algorithme matriciel permettant d’obtenir les
nombres de Betti et les facteurs invariants des groupes d’homologie recherchés ainsi que des
familles de pseudo-générateurs qui, du moins sur nos premiéres expérimentations, fournissent
une description satisfaisante des trous de ’objet.

Nous décrivons d’abord l’algorithme proposé puis donnons les résultats de nos premiéres
expérimentations.
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5.3.1 Description de 1’algorithme

Pour concevoir un tel algorithme matriciel, nous avons choisi de reprendre un algorithme de
mise en forme normale de Smith déja optimisé et de I’adapter pour en déduire des générateurs.
Comme nous ’avons vu, il existe une grande variété de tels algorithmes. Nous avons di d’em-
blée éliminer les algorithmes probabilistes, méme si leurs performances sur des matrices creuses
étaient intéressantes du point de vue des matrices d’incidence. En effet, ils n’ont pas la capacité
de fournir les matrices de passage dont nous avons besoin.

Nous avons finalement porté notre choix sur ’algorithme de Dumas, qui s’il n’est pas le plus
optimisé du point de vue de la complexité en terme d’opérations, présente ’avantage d’avoir été
développé dans le but de calculer des groupes d’homologie et de tenir compte des propriétés des
objets sur lesquels porte le calcul pour construire les matrices d’incidence. Nous souhaitons en
effet étudier par la suite "impact de la construction de la matrice sur 'efficacité de ’algorithme.

Nous avons donc combiné la méthode de Dumas avec le calcul des générateurs proposé par
Agoston. De maniére plus précise, nous fournissons & l’algorithme de réduction une matrice dont
les lignes sont rangées par ordre d’indice de pivot croissant, soit obtenue & partir d’un complexe
simplicial par la méthode proposée par Dumas, soit calculée & partir d’'un ensemble simplicial
puis triée. Nous suivons ensuite le méme principe que Dumas pour obtenir une matrice en forme
triangulaire, si ce n’est que nous conservons en mémoire I’ensemble de la matrice, tandis que lui
ne mémorisait ni les lignes pleines de Os et ni les lignes de pivot 1. En effet, pour ces derniéres,
seul leur nombre est nécessaire pour calculer par la suite le nombre de Betti qui dépend du rang
de la matrice. Une fois la forme triangulaire obtenue, nous déduisons, comme lui, le modulo
adéquat. Puis, nous finissons de calculer la forme normale de Smith modifiée pour la matrice
entiére en fonction de ce modulo. L’algorithme original de Dumas, ne calculait effectivement que
la forme normale de Smith de la sous-matrice composée des lignes de pivot plus grand que 1, seule
susceptible de contenir des torsions. Durant tout le processus, nous conservons contrairement &
Dumas I’ensemble des opérations effectuées via des matrices de passage. Ainsi, une fois la forme
de Smith modifiée, nous sommes en mesure d’appliquer la méthode d’Agoston et de déduire une
famille de "générateurs". On parlera de préférence de "générateurs modulo" dans le sens ol une
partie des calculs a été effectuée avec un modulo. La question qui se pose alors naturellement
est de savoir g'il existe un lien entre les générateurs classiques et les générateurs modulo. Nous
reviendrons sur ce point lorsque nous exposerons les perspectives de ce travail.

Les principales étapes de l'algorithme sont décrites ci-dessous et les différences avec la mé-
thode de Dumas sont mises en évidence :
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1 (Préparation de la matrice pour 'algorithme de Dumas) : les lignes de la matrice
son rangées par ordre d’indice de pivot croissant,

2 (Proche de Dumas - seule différence : on garde en mémoire la matrice entiére,
Dumas "oubliait" les lignes nulles) : la matrice est mise en forme normale de
Smith avec autant de pivots a 1 que possible en :

— premiére passe : seules des opérations lignes élémentaires sont appliquées,

— deuziéme passe : toutes les lignes sont réduites en utilisant leur gcd

— la matrice est maintenant en forme triangulaire : on en déduit le déterminant
de la plus grande sous-matrice de déterminant non nul, qui est aussi égal au
produit des facteurs invariants

— tous les calculs ultérieurs seront effectué modulo deux fois la valeur absolue
de ce déterminant

3 Différent de Dumas : Des opérations lignes et colonnes élémentaires sont effec-
tuées sur la sous-matrice contenant des lignes non nulles pour calculer la forme
de Smith modifiée de Cairns.

5.3.2 Premiéres expérimentations

Ces expérimentations ont été réalisées par Samuel Peltier et Laurent Fuchs, en se fondant
sur les calculs modulo mentionnés précédemment. Il s’agissait de déterminer, expérimentalement
pour commencer, si les générateurs modulo possédaient une signification proche des générateurs
classiques.

Nous avons choisi comme premiére validation de cette approche des formes classiquement
utilisées lorsque 1’on cherche & tester des invariants topologiques. Nous présentons ici seulement
les générateurs de surfaces, car les 2-cycles sur des volumes sont difficilement lisibles sur des
images 2D. La figure 5.7 montre le résultat de ces premiers essais sur un tore, une bande de
Moebius, une bouteille de Klein, et un objet un peu plus complexe composé d’un cylindre plein
et de deux tores. Le tore comporte deux trous de dimension 1, son groupe d’homologie H; est
donc isomorphe a Z @ Z. Les deux générateurs modulo obtenus aprés calculs correspondent aux
générateurs classiques du premier groupe d’homologie du tore. La bande de Moebius, homotope
a un cercle, a son premier groupe d’homologie isomorphe & Z. Le générateur modulo calculé par
notre méthode correspond la encore au générateur classique de H;. La bouteille de Klein est un
exemple plus complexe puisqu’elle comporte une torsion. H; est ici isomorphe & Z & Z/27. La
encore on obtient des générateurs modulo de la partie libre et de la partie de torsion qui sont
aussi des générateurs classiques. Le dernier exemple représente un objet composé, sans torsion,
et les générateurs modulo obtenus sont tout & fait satisfaisants.

Sur ces exemples, il semble que les générateurs modulo coincident avec des générateurs
classiques. Bien sir, il s’agit d’un éventail restreint et nous n’espérons pas une correspondance
aussi parfaite dans tous les cas. Nous pensons cependant qu’il est sans doute possible d’établir
un lien formel entre les générateurs modulo et les générateurs classiques.

Pour pouvoir enrichir et réaliser des tests a plus grande échelle, j'ai commencé & concevoir
une plate-forme de tests plus générique’. Elle a pour vocation de favoriser des comparaisons
entre différents parameétres intervenant lors du calcul de I’homologie afin d’évaluer I’importance
relative de chacun et de pouvoir réaliser des améliorations a différents niveaux. A I’heure actuelle,
elle permet de calculer les groupes d’homologie de complexes simpliciaux non restreints avec deux

"Elle est réalisée en C'++, la technologie objet étant un outil pratique pour réaliser des programmes génériques
via l'utilisation d’interfaces
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tore bande de moebius bouteille de Klein

-
0

objet composé

FiG. 5.7 — Exemples de générateurs modulo de H;

types de matrice différents. On peut, au choix, calculer le nombre de Betti et les coefficients de
torsion d'un groupe donné, suivant la méthode classique, suivant la méthode de Dumas, ou en
réalisant les opérations modulo une valeur fixée par l'utilisateur. On peut, en outre, obtenir
I’ensemble des groupes associés & un objet simplicial, ainsi que leurs générateurs. Ce calcul peut
se faire classiquement par la méthode d’Agoston ou en utilisant notre méthode pour obtenir des
générateurs modulo.

De plus, cette plate-forme a été congue et modularisée de sorte qu’il est tout & fait possible :

— d’intégrer d’autres types de matrice (pleine, creuse, stockée par ligne...),
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— de fournir différentes méthode de calcul des matrices d’incidence pour un type d’objet
donné,
— de rajouter des types objets (ensemble semi-simplicial, complexe cubique. ..),
— de comparer différents algorithmes de mise en forme de Smith.
La prochaine étape consiste & y intégrer effectivement les gestion des ensembles semi-simpliciaux
qui autorisent la présence de multi-incidence dans les objets représentés et permettent ainsi de
représenter un objet en utilisant moins de cellules qu’un complexe simplicial.

5.4 Conclusion et perspectives

Nous avons proposé une nouvelle approche pour fournir en méme temps qu’une caractéri-
sation des groupes d’homologie, une famille de chaines qui sont des "générateurs modulo". Il
s’agit d’un premier pas vers le développement et l'intégration d’outils homologiques génériques
en imagerie numérique.

Nos efforts vont maintenant se porter dans deux directions. Nous pensons tout d’abord
qu’il nous faut, en premier lieu, compléter ’étude de l'obtention des générateurs des groupes
d’homologie. Certaines questions restent en effet, & ce jour, sans réponse. Voici quelques uns des
problémes que nous souhaitons aborder :

e Les matrices d’incidence que nous manipulons effectivement, sont trés creuses et ne
contiennent généralement que les valeurs 0, 1 et —1. Nous aimerions posséder une me-
sure du taux de remplissage de ces matrices durant le processus de réduction, et étre
en mesure de déterminer dans quel cas un algorithme classique provoque l’apparition de
grands entiers. Nous souhaitons pour cela nous appuyer sur des expérimentations & plus
grande échelle. En outre, nous disposons pour la premiére question d’une étude de Donald
et Chang [64] sur la complexité du calcul du type d’homologie d'une triangulation qui
s’intéresse au caractére creux des matrices manipulées et pourra certainement servir de
point de départ.

e L’algorithme de Dumas sur lequel nous nous sommes appuyés propose une construction
particuliére des matrices d’incidence dans le cadre des complexes simpliciaux pour fournir
en entrée de ’algorithme une matrice dont la forme permet des économies de calculs.
D’autre part, la méthode algorithmique de Kaczynski et al., semble dans certains cas
plus efficace que les méthodes matricielles de mise en forme de Smith alors qu’elle parait
tout & fait équivalente & des manipulations matricielles. On peut donc supposer que le
gain de complexité observé provient de l'ordre de traitement des chaines et on peut se
demander si en conditionnant la matrice d’incidence de maniére appropriée, on ne pourrait
pas améliorer la complexité de la mise en forme de Smith. De maniére générale, la question
est de savoir §’il existe des moyens pour construire les matrices d’incidence de sorte que
les calculs ultérieurs soient moins cotiteux, ou s’il existe un ordre & appliquer aux calculs
pour optimiser l'algorithme. Une étude plus poussée de 'algorithmique de Kaczynski et
al. constituera vraisemblablement la premiére étape de ce travail,

e Notre algorithme fournit des "générateurs modulo". Sur les premiéres expérimentations
effectuées, ces générateurs ressemblent aux générateurs classique. Et nous aimerions dé-
terminer dans quelle mesure il est possible de relier des générateurs classiques et des gé-
nérateurs modulo. Plus précisément, nous nous demandons si étant donné un générateur
modulo, il existe un générateur classique construit sur les mémes éléments de la base na-
turelle du groupe des chaines avec éventuellement des coefficients différents. Une premiére
piste envisagée consiste & traduire ce probléme sous forme de systémes d’équations, et de
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déterminer si ces systémes d’équation admettent une solution.

e Dans le méme ordre d’idée, il pourrait étre intéressant de parvenir & construire des généra-
teurs minimaux des trous d’un objet, autrement dit, des générateurs qui collent vraiment
au trou. Deux pistes peuvent étre envisagées, soit tenter d’obtenir un algorithme de ré-
duction produisant de tels générateurs, soit se contenter aprés réduction d'un générateur
non minimal et le réduire par des opérations sur les chaines qui pourraient s’apparenter a
des algorithmes de type modéle déformable.

e Enfin, un certain nombre d’applications que nous envisageons impliqueraient le calcul de
groupes d’homologie locaux (autrement dit des groupes d’homologie d’un voisinage d’un
point). On peut supposer que les calculs en seront simplifiés et il serait bon d’estimer les
complexités dans ce cas. De plus, si les cotits inhérents s’avérent malgré tout trop éle-
vés, la localité des calculs mis en ceuvre peut permettre d’envisager la parallélisation de
I’algorithme. A priori, il s’agit ici d’effectuer le méme ensemble d’opérations sur des don-
nées différentes. On choisira alors vraisemblablement une parallélisation suivant le modéle
SPMD (Single Program Multiple Data). De plus, la localité des calculs peut permettre tra-
vailler en mémoire distribuée sans augmenter les communications de maniére significative,
tout en simplifiant I’accés aux données.®

La deuxiéme direction que nous souhaitons aussi explorer est celle qui nous avait en pre-

mier amener & nous intéresser aux groupes d’homologie, a savoir déterminer comment exploiter
I'information topologique contenu dans ces groupes en image. Nous donnons ici quelques idées
d’applications, ol le pouvoir de représentation des groupes d’homologie pourrait étre exploité.

e Pour certaines applications d’analyse d’images (squelettisation, par exemple), on souhaite
pouvoir caractériser sur des objets, des points dont I’enlévement ne modifie pas la topologie
(ni de l'objet, ni du fond). Différentes caractérisations de tels points ont été proposées,
notamment sur les grilles Z2, Z3 et Z*. Cependant ces caractérisations dépendent 2 la fois
du choix de la grille comme structure de 'image, de la dimension des objets étudiés et des
adjacences considérées. Il n’existe pas de définition unifiée de point simple sur Z". Peut-
étre, pourrait-on utiliser les groupes d’homologie du voisinage d'un point pour obtenir une
information, méme partielle, sur sa "simplicité".

e De nombreuses applications ont recours a des représentations multi-résolutions d’images.
On peut imaginer développer une telle méthode qui tiendrait compte de la topologie
des images considérées et garantirait une certaine ressemblance topologique (en terme
de groupe d’homologie éventuellement locaux) entre deux niveaux successifs de la repré-
sentation.

e Certains algorithmes de modéle déformable nécessitent une initialisation qui n’est pas
toujours facile & effectuer. Nos générateurs modulo pourraient éventuellement étre utilisés
lors d’une phase d’initialisation d’un tel processus.

e Enfin, si les groupes d’homologie contiennent moins d’informations que d’autres invariants
topologiques, on sait que jusqu’'en dimension 3 les groupes d’homologie locaux permettent
de caractériser complétement les variétés [9]. Cette propriété peut sans doute étre exploitée
lors de ’analyse d’images de petites dimensions.

Nous comptons sur la plate-forme de tests que nous développons pour fournir, dans un pre-

mier temps, une palette de résultats expérimentaux qui pourront confirmer ou infirmer certaines
de nos intuitions et nous indiquer les voies les plus prometteuses & suivre.

811 s'agit 13 de principes similaires & ceux mis en pratique lors de mon DEA [3], dont le but était de proposer
une méthode pour paralléliser un algorithme de modeéles déformables [129]. La parallélisation devrait ici s’avérer
plus simple, car dans le cas de ’algorithme de modéles déformables, les calculs n’étaient que partiellement locaux.
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